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KOZEPPONTOS HASONLOSAG

A kozéppontos nagyitas és kicsinyités dsszefoglalo neve egy geometriai transzformacio, a kozéppontos hasonlosag.

P Definicio: Adott egy O pont (a kézéppontos hasonlésag kbzéppontja) és egy k pozitiv
valds szam (a hasonl6sag ardnya).
0T, OP=koP A tér barmely P pontjahoz hozzérendeljiik a P’ pontot ugy, hogy
- az O pont képe 6nmaga (azaz O = O’);
- ha P 5 O, akkor P’ az OP félegyenesének azon pontja, melyre igaz, hogy az OP’ szakasz
hossza az OP szakasz hosszanak k-szorosa.
Ez a hozzarendelés kozéppontos nagyitas, ha 1 << k, kézéppontos kicsinyités, ha k < 1, egybevagosdgi transzformdcio,
hak=1.
Szokds a kozéppontos hasonldsagot negativ k-ra is értelmezni, ekkor a transzformacié a | k| aranyt, O kozéppontt kbzép-

pontos hasonldsag és egy O kozéppontu titkrozés egymasutanja.

Definicié: Ha két alakzathoz van olyan kézéppontos hasonlosdg, amely az egyiket a masikba viszi dt, akkor ezeket a alakzatokat
kozéppontosan hasonléknak mondjuk.

Példiul az ABC haromszog kozéppontosan hasonld az A’B’C” haromszoghoz; az ABCDEO guldhoz kézéppontosan ha-
sonld a masik két, szintén O csucsu gula (amelyeknek az alaplapja parhuzamos az ABCDE lappal).

Az O kozéppontq, k aranyszamu kozéppontos hasonlosag esetén:

- pont képe pont;

- egyenes képe egyenes, a kapott egyenes egybeesik az eredeti egyenessel, ha ez az egyenes illeszkedik az O pontra, par-
huzamos az eredeti egyenessel, ha ez az egyenes nem illeszkedik az O pontra;

- szog képe vele egyenlé nagysagu szog;

- szakasz képe k-szor olyan hosszu szakasz, mint az eredeti szakasz.

A kozéppontos hasonldsag tovabbi fontos tulajdonsagai:

— kor képe kor, melynek sugara az eredeti sugar k-szorosa;

- sokszog képe sokszog, e két sokszog megteleld szogei egyenlék, megfelel6 oldalai parhuzamosak (a pontos matematikai

definicio szerint minden egyenes 6nmagaval is parhuzamos), megfeleld oldalaik hosszanak aranya k-val egyenlé.
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FELADATOK

Igaz-e, hogy barmely két nem egybevago

neégyzet; egy sikban fekvé kor;
kocka; gomb
kézéppontosan hasonlo?
Megoldas:
Elméleti hattér:

Két alakzat Kkozéppontosan hasonlé, ha létezik egy olyan kozéppontos hasonlésagi transzformacio
(egy O kozéppont és egy 1 # 0 aranyszam), amely az egyik alakzatot a masikba viszi.

Ez azt jelenti, hogy az alakzatok megfelel6 pontjait 6sszekot6 egyenesek egy pontban (0) metszik egymast, és a
kozépponttol mért tavolsagok aranya allando (A).

a) Barmely két nem egybevago négyzet kozéppontosan hasonl6?
Valasz: NEM.

Magyarazat: Bar barmely két négyzet hasonlo egymashoz (az oldalaik ardnya megegyezik, a szogeik 90°-
osak), kdzéppontosan nem feltétleniil hasonléak. Ahhoz, hogy két négyzet kozéppontosan hasonlé legyen,
a megfelel6 oldalaiknak parhuzamosaknak kell lennitik. Ha az egyik négyzetet elforgatjuk a masikhoz
képest (példaul 45°-kal), akkor a megfelel§ oldalaik mar nem lesznek parhuzamosak, igy nem létezik
olyan kozéppont, amelybdl vetitve egymasba lennének vihet6k.

b) Barmely két nem egybevago kocka kézéppontosan hasonl6?
Valasz: NEM.

Magyarazat: A helyzet teljesen megegyezik a négyzeteknél latottakkal, csak a haromdimenzids térben.
Bar minden kocka hasonl6 egymashoz, ha az egyik kocka el van forgatva a masikhoz képest a térben,
akkor a lapjaik és éleik nem lesznek parhuzamosak, igy kozéppontos hasonlésaggal nem vihetdk at
egymasba.

¢) Barmely két nem egybevago, egy sikban fekv kor k6zéppontosan hasonlé?
Valasz: IGEN.

Magyarazat: Barmely két kiilonb6z6 sugaru korhoz megadhaté kozéppontos hasonldsag. S6t, pontosan
két ilyen kozéppont is 1étezik:

1. Kiilsé hasonl6sagi pont: A két kor kozos kiilsé érintdinek metszéspontja (ha a kisebb kér nem a
nagyobb belsejében van koncentrikusan). ebbdl a pontbdél kicsinyitve/nagyitva az egyik kor a
masikba megy at.

2. Bels6 hasonloésagi pont: A kozos belsd érint6k metszéspontja, vagy a kozéppontokat 6sszekotd
szakaszt a sugarak aranyaban oszt6 pont.

o Kivétel (koncentrikus kérok): Ha a két kor kozéppontja egybeesik, akkor a kozos kozéppont lesz
a kozéppontos hasonldsag centruma (a hasonldsagi arany pedig a sugarak aranya). Mivel minden
esetben taldlhatunk ilyen pontot, az allitas igaz.

d) Barmely két nem egybevago gomb kozéppontosan hasonlé?
Valasz: IGEN.

Magyarazat: A korokhoz hasonléan, a térben barmely két kiilonboz6 sugart géomb kézéppontosan
hasonlé egymashoz. A gdbmbok kozéppontjait 6sszekotd egyenesen mindig kijelolhetd olyan kiils6 és
bels6 hasonldsagi pont (centrum), amelybdl az egyik gomb kézéppontos nagyitassal vagy kicsinyitéssel
a masik gombbe vihetd. Koncentrikus gombok esetén a kozos kozéppont a hasonlésag kozéppontja.
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Az O csucsu szog szarait parhuzamosokkal met-
szettiik. Ket-ket keletkezett sikidomral azt allitjuk,

hogy kozeppontosan hasonlok. Melyik allitas igaz,
melyik hamis, és miért?

az OAD haromszog és OBE haromszog;

az OCF harom- -

TP . /
szog €s OBD ha- /

romszog;
az ABED trapéz -(
és BCFE trapez; T~

az ABED trapéz
és ACFD trapeéz.

Megoldas:

Elméleti hattér:
Két sikidom akkor és csak akkor kdozéppontosan hasonlé, ha létezik egy olyan O' kdzéppont és egy A # 0
aranyszam, amely az egyik idom minden pontjat a masik idom megfelel6 pontjaba viszi tigy, hogy a megfelel6
szakaszok egymassal parhuzamosak maradnak, és a pontok az O' pontb6l indul6 egyeneseken fekszenek.
Egy O kozéppontu és A ardnyu kozéppontos hasonlésag {6 tulajdonsagai:

1. Iranytart6: Barmely egyenes képe egy vele parhuzamos egyenes lesz.

2. Illeszkedéstartd: Ha egy pont egy egyenesen van, akkor a képe is a kép-egyenesen lesz.

3. Centrum: Ha két szakasz parhuzamos és egyirdnyu, akkor a végpontjaikat 6sszekoté egyenesek egy

pontban (a transzformacié kozéppontjaban) metszik egymast.

a) Az OAD haromszog és OBE haromszog kozéppontosan hasonléak?
Valasz: IGAZ
e Magyarazat: Tekintsiik az OAD és OBE haromszogeket. Az O csticsnal 1évd szogiik kozos. Mivel AD || BE,
az egyallasu szogek egyenl6sége miatt 2O0AD = £OBE és £0DA = £0EB. A haromszogek szogei
megegyeznek, igy a két hdromszo6g hasonlo.
e Mivel a megfelel6 oldalaik parhuzamosak (AD || BE, az OA és OB egy egyenesen van, valamint az OD és
OE is egy egyenesen van), a hasonlésag kdzéppontja pontosan az O pont.

b) Az OCF haromszog és OBD haromszog kézéppontosan hasonloak?
Valasz: HAMIS
e Magyarazat: A kozéppontos hasonldsag egyik legfontosabb alaptulajdonsaga, hogy minden egyenes képe
egy vele parhuzamos egyenes. Ha a két haromszog kozéppontosan hasonlé lenne (a k6zos O csics miatt
csak O centrummal), akkor a megfelel6 oldalaiknak parhuzamosnak kellene lennitik.
e Azonban az OCF haromszog CF oldala és az OBD haromszog BD oldala nem parhuzamosak egymassal.
Ezért nem létezik ilyen k6zéppontos transzformacio.

¢) Az ABED trapéz és BCFE trapéz kézéppontosan hasonléak?
Valasz: HAMIS

e Magyarazat: Ha a két trapéz kozéppontosan hasonld lenne, akkor a megfelel6 csticsokat dsszekotd
egyeneseknek egyetlen pontban kellene talalkozniuk.

e Az oldalsé szarak egyenesei (AB és DE) ugyan metszik egymast az O pontban, de a trapézok alapjait
tartalmazé egyenesek (AD, BE, CF) a feladat szovege szerint mind parhuzamosak egymassal. Parhuzamos
egyenesek sosem metszhetik egymast egy kozos pontban, igy a transzformaciéonak nem létezik
kozéppontja.
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d) Az ABED trapéz és ACFD trapéz kozéppontosan hasonldak?
Valasz: HAMIS
e Magyarazat: Az indoklas megegyezik a c) pontban leirtakkal. Mivel a trapézok alapjai (AD, BE, CF)
parhuzamosak, nem tudnak egy k6zos pontbdl (centrumbél) kiindulni.
e Emellett a két alakzatnak van egy kozos oldala (az AD szakasz). Kozéppontos hasonlosagnal ha egy
szakasz képe dnmaga lenne, akkor a nagyitasi ardny csak A = 1 (azaz egybevagosag) lehetne, viszont a
két trapéz lathatéan nem egybevago.

Nagyits kozéppontosan egy négyzetet, a nagyitas ara-
nya legyen 2! Mennyi a nagyitott és az eredeti négyzet

kertiletének aranya, és mennyi a teriiletiik aranya?
Megoldas:

Legyen az eredeti négyzet oldala a, a kozéppontos hasonldsag (nagyitas) aranya pedig A = 2. Ez azt jelenti, hogy
a nagyitott négyzet oldala a’ = Zalesz.

A kertiletek aranya

e Az eredeti négyzet keriilete: K = 4a

e A nagyitott négyzet kertilete: K' = 4a' = 4-(2a) = 8a
A két kertilet aranya:

K' 8a )

K 4a

K:K=2:1

Osszefiiggés: Hasonlé sikidomok kertiletének aranya megegyezik a hasonlésag arany4val.
KI
—=12
K

A teriiletek aranya

e Az eredeti négyzet teriilete: T = a2

e Anagyitott négyzet keriilete: K' = (2")2 = (2a)2 = 4a2
A két tertilet aranya:
T a®
T 4a?
T:T=4:1

Osszefiiggés: Hasonlé sikidomok teriiletének aranya megegyezik a hasonlésag aranyanak négyzetével.
TI
— =22
T
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Az ABCDE szabilyos négyoldalu gulit kézéppon-

tos hasonlosaggal nagyitjuk az E pontbol. A nagyi-

tas aranya

2; 100,
3; V2.
Mekkorak a nagyi-

tott gulak alapelei
es oldaléelei? Mek-
kora a nagyitott
gulak alapteriilete?
Mekkora a nagyi-
tott gulak oldallap-

jainak keriilete?

Megoldas:

e Alapél (a): 33 mm
e Oldalél (b): 56 mm

Mekkorak a nagyitott guilak alapélei és oldalélei?

Ko6zéppontos hasonlésagnal a hosszak a nagyitasi arannyal (A) szorzédnak:
Uj alapél:a'=a-A

Uj oldalél b'=b-A

a) A=2 c) A=100
a’=a-A=33-2=66mm a’=a-A=33-100 =3300 mm (3,3 m)
b’=b-A=56-2=112 mm b’=b-A=56-100 = 5600 mm (5,6 m)
b) A=8 d) A=+2
a=aA=33-8=264mm a’=a =332~ 46,67 mm

Mekkorak a nagyitott gulak alapteriilete?
A gtla alapja egy négyzet, amelynek tertlete: Tap = a2 = (33 mm)2= 1089 mm?
Ko6zéppontosan hasonlé sikidomoknal a teriilet a hasonldsag aranyanak négyzetével szorzédik: T’ = Taiap- A2

a) A=2
T '=T-A2=1089 22 =1089-4 = 4356 mm?
b) A=8
T =T-A2=1089 82 =1089-64 = 69696 mm?2
¢) A=100
T =T-A2=1089-1002=1089-10000 = 10.890.000 mm? (1,089 m?)
d) A=+2

T'=T A2 =1089 (v2)? =1089 2 = 2178 mm?

Mekkorak a nagyitott gilak oldallapjainak kertilete?

A gtla egy oldallapja egy olyan egyenld szaru haromszog, melynek alapja a gula alapéle (a), két szara pedig a gala
két oldaléle (b).

Az eredeti oldallap kertilete: K=a+2b=33+2-56 =33 + 112 = 145 mm
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Mivel a keriilet egy linearis (hosszisagjellegii) méret, a nagyitasi arannyal (A) egyenesen aranyosan valtozik:

Uj keriilet: K'=K-A

a) A=2 c) A=100

K'=K-A=145-2 =290 mm K'=K-A=145-100 = 14500 mm
b) A=8 d) A=v2

K'=K-A=145-8 =1160 mm K =K-A= 1452 ~ 205,06 mm

Folytasd az el6z6 feladatot! Szamitsd ki, hany-
szorosa a nagyitott gulak alapteriilete az ABCD
négyzet teriiletének! Hanyszorosa a nagyitott gu-
lak oldallapjainak kertilete az ABE oldallap kerii-
letének?

Megoldas:

Ha egy alakzatot A-szorosara nagyitunk, akkor:
e Minden hosszisagméret (élhossz, keriilet, magassag) az eredeti A-szorosara valtozik.
e Minden teriiletméret (alapteriilet, oldallap tertilete, felszin) az eredeti A2-szeresére valtozik.

Hanyszorosa a nagyitott gulak alaptertilete az ABCD négyzet teriiletének?
Mivel a teriilet a nagyitasi arany négyzetével (A2) aranyosan valtozik, a keresett szorzészam minden esetben
pontosan A2 lesz.

a) A=2 c) A=100

A2 = 22 = 4-szerese A2=100% = 10.000-szerese
b) A=8 d) A=+2

A2 = 82 = 64-szerese A2 = (v/2)2 = 2-szerese

Hanyszorosa a nagyitott gulak oldallapjainak keriilete az ABE oldallap kertiletének?
Mivel a Keriilet egy linearis hosszisagméret, a valtozas mértéke pontosan megegyezik magaval a nagyitasi
arannyal (A).

a) A =2 esetén 2-szerese c) A =100 esetén 100-szorosa

b) A = 8 esetén 8-szorosa d) A=+/2 esetén/2-szerese
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3 s Egy gomb sugara 6 cm. Kicsinyitjiik a gombat ugy,
hogy a hasonlésag aranya 0,5 legyen. Szamold ki a
kicsinyitett és az eredeti gomb felszinét és térfoga-
tat, majd hatarozd meg a felszinek aranyat és a tér-
fogatok aranyat is! (A gdmb felszinét az A = 4zr’

4 r

képlettel, térfogatit a V = képlettel szamol-

hatod ki.)

Megoldas:

o Eredeti gomb:
o Sugar(r)=6cm
e Kicsinyitett gomb:
o Hasonlésag aranya: A = 0,5
o Ujsugar:r'=rA=6-0,5=3cm
A feladatban megadott képletekkel fogunk szamolni (a valaszt megadhatjuk pontos értékként n-vel kifejezve,
vagy kerekitett tizedestortként is).

A felszinek kiszamitasa és aranya
A gomb felszinképlete: A = 4w - r
e Eredeti gomb felszine (A):
A=4-71-6*=4.-7-36 = 1447 ~ 452, 39 cm?
e Kicsinyitett gomb felszine (A"):
A=4.-7-3=4-7-9=236r~113,10 cm?
e A felszinek aranya:

A 36T 36 1
A 144n 144 4 k

Ez éppen a hasonldsagi arany négyzete.

2

A térfogatok kiszamitasa és aranya
.. . ; 4
A gomb térfogatképlete: V = ?ﬂ 73

e Eredeti gomb térfogata (V):

4 4
V= g 68 = %-218: dr -T2 = 2887 ~ 904, 78 cm®
o Kicsinyitett gomb térfogata (V’):
V' — 4m _Ar

- - 33 ?-27=4W-9=36ﬂ'2~:113,1{]cm3

e Atérfogatok ardnya:

V' 36r 36 1
—=a——=-—===0,125
V  288r 288 8

Ez éppen a hasonldsagi arany kébe.
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